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RESUMO

O presente trabalho objetivou testar vários modelos de afilamento e selecionar o de
melhor ajuste. Os dados usados, pertencentes a Duraflora S. A., de Agudos – SP,
compõem-se de 1100 árvores de Pinus oocarpa distribuídas em 11 regimes de
manejo, com idade variando de 5 a 25 anos e tratamentos de 0 a 6 desbastes.
Foram medidos os diâmetros de todas as árvores ao longo do fuste, nas alturas de
0.1 m, 1.3 m, 2.1 m, e daí a cada 2 metros até um diâmetro mínimo de 3 cm, e
também a altura total. Com base nestes diâmetros foi calculado o volume de todas
as árvores, através da fórmula de Smalian. Em seguida foram ajustados os
modelos: Polinomial do 5 o grau, Polinomial de 2 o grau, Polinômio de Potência
Fracionária, além dos modelos de razão de volume de Amateis & Burkhart, e o de
Clutter. A seleção do melhor modelo foi baseada num “ranking” com o coeficiente
de determinação (R 2) e o erro padrão da estimativa em percentagem (Syx%) e
posterior análise gráfica de perfil para detectar o modelo que proporcionou
estimativas mais acuradas de diâmetro com e sem casca. Analisando-se os
resultados concluiu-se que o melhor modelo para expressar, em média, o diâmetro
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ao longo das seções das árvores de Pinus oocarpa, e que melhor descreve o perfil
destas, foi o de Potência Fracionária.

Palavras-chave: Perfil do fuste, ajuste de modelos, regimes de manejo.

Comparison of Taper Functions for
Different Ages and Thinning Regimes

in Pinus oocarpa Plantations.

ABSTRACCT

The present research work aimed to test several taper models and to select the one
of the best adjustment. The used data, belonging to Duraflora S. A. Located in the
county of Agudos, State of São Paulo, is composed of 1100 trees of Pinus
oocarpa distributed in 11 management regimes. The adjusted models were:
Polinomial of the 5th degree, Polinomial of 2nd degree, Polynomial of Fractionary
power, beside the models of volume ratio from Amateis & Burkhart, and the one
from Clutter. The selection of the best model was based on a “ ranking “ with the
determination coefficient (R2) and the standard error of estimate in percentage
(Syx%) and posterior graphic analysis of the stem profile to detect the model that
provided diameter estimates more acurated inside and outside bark. Analyzing the
results it was concluded that the best model to express, on the average, the
diameter along the stem of the trees of Pinus oocarpa, and best describes the
profile of the trees, was that one of  Fractionary Power.

Key-words:   Stem profile, taper function, management regimes.

1. INTRODUÇÃO

As espécies do gênero Pinus têm sido usadas amplamente em programas de
reflorestamento e dentre esses os Pinus tropicais têm sido usados no Brasil,
notadamente nas regiões mais quentes.
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A precisão da avaliação quantitativa de estoques florestais é de fundamental
importância no sentido de direcionar a matéria-prima para diferentes usos. A partir
de dados provenientes de inventário é possível definir um plano de manejo visando
à utilização de multiprodutos da floresta, bem como obter os volumes comerciais e
ainda volumes de partes específicas do fuste. A estimativa desses volumes é
dificultada principalmente pela variação da forma do perfil do fuste.

O volume constitui uma das informações de maior importância para o
conhecimento do potencial florestal disponível em uma região, sendo que o
volume individual fornece um ponto de partida para avaliação do conteúdo lenhoso
dos povoamentos florestais.

O aproveitamento de uma árvore deve ser feito de maneira que nos dê maior
retorno financeiro; assim, quando uma mesma árvore tem diversos usos finais, o
seu valor agregado é maior, pois alcança preços diferentes no mercado. O
conhecimento desta proporcionalidade tornou-se importante para fins de
planejamento da produção em um dado momento ou durante o ciclo da espécie. O
conhecimento desta proporcionalidade denomina-se agrupamento (sortimento,
classificação, cluster). O sortimento é o “seccionamento” da árvore pelas
dimensões, diâmetro e comprimento. Quanto maior o diâmetro e o comprimento,
maiores as dimensões das peças resultantes, e, conseqüentemente, maior preço.

Segundo Ahrens & Holbert (1981), uma função de afilamento ou “taper” é uma
descrição matemática do perfil longitudinal de um tronco, e seu volume pode ser
obtido por integração dessa função e assim, em termos geométricos, o tronco é
tratado como um sólido de revolução. Do ponto de vista dendrométrico, a forma
do fuste de árvores genericamente é sua configuração externa que, a rigor, não se
identifica com a forma de um sólido geométrico específico, mas sim com vários,
segundo a porção do tronco considerada. De maneira mais restrita, a forma do
fuste pode ser associada ao termo afilamento, que representa a diminuição do
diâmetro com o aumento da altura, tendência natural que ocorre na maioria das
espécies e como tal pode ser expressa por uma função matemática que descreve a
tendência dessa variação. Afilamento do tronco (“taper”), tem sido definida como
o decréscimo em diâmetro da base para sua extremidade superior. As funções de
afilamento permitem a estimativa do diâmetro numa altura qualquer do fuste, da
altura comercial para um dado diâmetro superior, ou ainda do volume até um
diâmetro mínimo qualquer ou ainda de qualquer segmento ao longo do fuste.

41-64,



44 Bol. Pesq. Fl., Colombo, n. 48, p.                 jan./jun. 2004

Os modelos polinomiais são de uso freqüente no meio florestal, caracterizando-se
por ajuste de regressão entre a relação de diâmetros (di/DAP) ou (di/DAP)² e de
alturas (hi/H)n ou [(H-hi)/H]n. Dentre eles destacam-se o polinômio do quinto grau e
o modelo espelhado na função parabólica de Kozak et al. (1969).

Apesar do largo emprego, os modelos polinomiais não explicam, de maneira
acurada, as deformações existentes na base do tronco das árvores. Conforme
trabalho de Rosot (1989), o pesquisador Hradetzki (1976), realizou um minucioso
estudo de potências que seriam mais apropriadas na descrição da forma da árvore,
sugerindo o processo “stepwise”, para expoentes variando de 0,005 a 25.

Clutter (1980) utilizou uma equação de volume, pressupondo que qualquer
equação de volume comercial de topo variável, implicitamente define uma
associada função de afilamento. Este caminho é inverso ao tradicional trilhado para
obter as funções de afilamento.

Visa-se neste estudo, principalmente, testar diversos modelos matemáticos para
expressar o ajuste ao perfil do tronco para diversas idades e tratamentos,
verificando a sua evolução ao longo do tempo e destas escolher a melhor função
de afilamento a ser empregada para a estimativa dos volumes total e comercial, da
altura comercial e do diâmetro superior, tendo como fim constituir uma base para
um sistema de estimativas de multiprodutos florestais para Pinus oocarpa.

2. MATERIAL E MÉTODOS

2.1 Caracterização e localização da área de estudo

Os dados para desenvolver este estudo foram obtidos em plantios de Pinus
oocarpa, pertencentes à empresa Duraflora S.A., situada na região sudoeste do
Estado de São Paulo, no Município de Agudos. Conforme Golfari et al. (1978),
esta região apresenta, como características básicas, a periodicidade de chuvas,
invernos secos com deficiência hídrica, precipitação anual entre 1100 e 1400 mm,
geadas com pouca freqüência, temperatura média entre 16 e 19°C, tipo de clima
submontano ou subtropical moderado úmido, tipo de vegetação  floresta ombrófila
pluvial e campos submontanos, e altitude de aproximadamente 900 metros.
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Coleta de dados

Foram obtidos os diâmetros e as respectivas alturas de 1100 árvores em várias
classes de idade e sujeitas a diferentes números de desbastes. Os regimes de
manejo implementados na área, número de desbastes e idade, bem como os
valores mínimos e máximos dos DAP’s e das alturas podem ser observados nas
Tabelas 1 e 2. Foram, portanto, 11 regimes de manejo com 100 árvores cada.

Regime de manejo Idade (anos) No de desbastes No de árvores 

A 5 0 100 
B 6 0 100 

C 7 0 100 

D 8 1 100 
E 10 2 100 

F 11 2 100 
G 12 3 100 

H 15 4 100 
I 19 5 100 

J 22 6 100 

L 25 6 100 

Tabela 2. Caracterização dos regimes de manejo.

DAP (cm) Altura (m) Volume (m3) Regime 
manejo mín. mé dio máx. mín. mé dio máx. mín. médio máx. 

A 4,4 17, 5 20,4 5,2 9,6 12, 7 0,005 0,0636 0,1912 

B 6,1 13, 6 20,3 8,2 12, 6 16,3 0,0175 0,1033 0,2533 

C 6,3 14, 7 24,1 7,9 13, 7 17,8 0,0205 0,1293 0,4252 

D 7,1 14,4 23, 1 10, 5 16, 3 18, 8 0,0289 0,1321 0,3104 

E 9,2 17,2 26, 2 13, 2 16, 9 20, 9 0,0461 0,217 0,4939 

F 7,2 14,8 23, 1 10, 4 16, 3 19, 8 0,0231 0,1574 0,3784 

G 7,1 15,8 25, 4 10, 5 16, 3 20, 5 0,0227 0,1797 0,4733 

H 18 24,3 32, 1 19, 3 23, 8 28 0,2262 0,5273 0,9864 

I 20,5 30, 2 42, 2 23 26,4 28, 9 0,3982 0,9333 1,9615 

J 25 33,4 43,5 24 26, 4 29,6 0,5672 1,1697 2,1244 

L 27,5 35, 9 49 22,8 26, 2 28, 4 0,6983 1,3584 2,5193 
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Cálculo dos volumes reais

Foram medidos diâmetros com e sem casca ao longo do fuste de todas as 1100
árvores nas alturas de 0,1 m; 1,3 m; 2,1 m e daí a cada 2 m até um diâmetro
mínimo de 3 cm, bem como as respectivas alturas totais. Após arquivar e conferir
os dados obtidos para cubagem rigorosa, foram calculados os volumes totais, com
e sem casca, de todas as 1100 árvores, empregando para tal a conhecida fórmula
de Smalian. Os volumes das pontas, cujo diâmetro da base era 3 cm, foram
calculados através de fórmula do volume do cone.

Funções de afilamento testadas

As funções testadas foram os modelos de Prodan (1965), de Kozak et al (1969),
bem como o modelo de potência fracionária de Hradetzky (1976).

Como o polinômio de 5o grau, mesmo representando bem o perfil da árvore como
um todo, não o representa tão bem na porção inferior, já que há mais irregularidade
da forma e sinuosidade na base da árvore que nas partes superiores. Hradetzky
(1976) sugeriu a utilização de potências de grau mais elevado para representar a
base da árvore, em conjunto com as potências fracionárias de grau baixo para
representar a porção superior do tronco. Neste trabalho foi utilizado o
procedimento “Stepwise”, testando-se potências variando de 0,005 a 25 para
construção do modelo de melhor ajuste.

Também foram utilizados os modelos de Clutter (1980) e o modelo de Amateis e
Burkhart (1987) que expressam a razão entre os volumes e que, por sua vez,
geram funções de afilamento.

Polinômio de 5o grau ou modelo de Prodan (1965)

i
iiiii

H
h

H
h

H
h

H
h

H
h

DAP
di εββββββ +





+





+





+





+





+=

5

5

4

4

3

3

2

210

Polinômio de potência fracionária ou modelo de Hradetzky (1976)
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Polinômio de 2o grau ou modelo de Kozak et al. (1969)
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Onde:

DAP = Diâmetro a 1,30 m de altura (cm);

di = Diâmetro do fuste medido a uma altura hi  (cm);

hi = Altura medida ao longo do fuste (m);

H = Altura total (m);

βis = Parâmetros dos modelos a serem estimados;

pis = Potências dos polinômios de Hradetzki a serem selecionados;

ει = Erro de estimativa.

Razões de volume de Amateis e Burkhart (1987)

Volume até qualquer diâmetro superior:

Volume até qualquer altura comercial:

Igualando os modelos tem-se:
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Resolvendo-a em função do diâmetro, obtém-se:
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Razões de volume, modelo de Clutter (1980)

Equação de volume:

Equações de volume comercial:

O diâmetro é definido pela equação:

e a altura:

Onde:

     Vc = Volume comercial com casca, até um diâmetro ou altura
comercial previamente definido (m3);

V = Volume total com casca (m3);

hc = Altura comercial;

K = π/40.000

di, D, H, ai, bi e εi já definidos anteriormente.

Seleção do melhor modelo

A seleção do melhor modelo de função de afilamento foi baseada nos seguintes
critérios estatísticos de escolha: coeficiente de determinação, erro padrão da
estimativa em percentagem, além da análise gráfica de resíduos.

O coeficiente de determinação (R²) expressa o quanto da variação da variável
dependente é explicada pelas variáveis independentes. Quanto mais próximo de
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um for o valor do R², melhor terá sido o ajuste. O erro padrão da estimativa (Syx)
é uma estatística que mede a dispersão média entre os valores observados e
estimados ao longo da linha de regressão, sendo que, quanto mais baixo for o
valor do Syx%, melhor terá sido o ajuste. Para os modelos onde a variável
dependente sofreu transformação, é necessário ressaltar que se deve recalcular o
erro padrão residual e o coeficiente de determinação, a fim de que se possa
comparar estatisticamente as equações.

Esse recálculo foi feito da seguinte maneira:

Syx recalculado = Erro padrão da estimativa em cm;

di = Diâmetro observado (cm);

     = Diâmetro estimado pelos modelos (cm);

n = Número de diâmetros observados;

p = Número de coeficientes da função;

R2
corrigido = Coeficiente de determinação para o di;

SQ res = Soma de quadrados dos resíduos;

SQ tot = Soma de quadrados totais.

Apesar de os estimadores de ajuste serem bons indicadores para a escolha do
melhor modelo, é indispensável a análise gráfica de resíduos para a escolha em
questão, pois permite detectar se há ou não tendenciosidade na estimativa da
variável dependente ao longo da linha de regressão, se os resíduos são
independentes ou se há homogeneidade na variância. De acordo com Draper e
Smith (1966), o uso dos resíduos na forma relativa (percentagem), em função da
variável dependente estimada, é o mais adequado para se ter uma melhor noção da
dimensão das sub e super estimativas do valor real e a comparação entre os
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diversos modelos ajustados. A avaliação gráfica, embora seja subjetiva, fornece
suporte à escolha da melhor equação já julgada com base nas estatísticas citadas
anteriormente.

Para facilitar a escolha do melhor modelo foi feito um ordenamento entre os
modelos testados, para os 11 tratamentos analisados. Segundo Bartoszeck
(2000), o objetivo deste ordenamento (“ranking”), é saber qual modelo, em média,
teve a melhor performance.

Analisando-se as estatísticas de precisão pertencentes a cada modelo para cada um
dos tratamentos individuais, foi atribuída nota 1 ao modelo que apresentou melhor
desempenho quanto ao R 2 e ao Syx% corrigidos, nota 2 àquele que se apresentou
em segundo lugar, e assim sucessivamente. Após esta classificação individual, foi
feita uma soma desta pontuação, para a mesma função em todos os tratamentos,
uma a uma. Na classificação geral, a equação que recebeu o menor valor, após a
análise gráfica de resíduos (se não tendenciosa), será a equação recomendada
como a mais adequada para o uso.

3. RESULTADOS E DISCUSSÃO

Expoentes selecionados para o ajuste do modelo de Hradetzky

Tomando como exemplo o regime de manejo A, o modelo de potência fracionária
de Hradetzky terá a seguinte expressão:

Como se pode observar, para o caso do ajuste do polinômio ao perfil do tronco
com casca, a maioria dos regimes de manejo terá 4 expoentes e portanto 4 termos;
os regimes J e L terão 5 termos e os regimes H e I terão 6 termos. Também se pode
observar na tabela 3 que o expoente 0,005 foi selecionado para compor o
polinômio de potência fracionária em absolutamente todos os tratamentos tanto
com casca, como sem casca.
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O expoente de grau elevado, isto é, acima de 4, faz parte das equações de todos os
tratamentos.

Tabela 3. Expoentes selecionados pelo método “forward stepwise”, para cada
regime de manejo.

Regime de manejo CCom casca Sem casca 

A 0,7; 14; 0,005; 4 0,9; 9; 0,005; 5 

B 0,7; 5; 0,005; 11 1; 4; 0,005; 11 

C 0,6; 7; 0,005; 4 1; 6; 0,005; 5 

D 0,6; 10; 0,005; 5 1; 8; 0,005; 3 

E 0,9; 9; 0,005; 6 2; 0,005; 10 

F 0,6; 11; 0,005; 5 1; 9; 0,005; 5 

G 0,7; 11; 0,005; 5 1; 7; 0,005; 2 

H 1; 7; 0,07; 13; 0,005; 25 2; 0,1; 6; 0,005; 10; 25 

I 1; 8; 0,06; 11; 0,005; 25 2; ,01; 9; 0,005; 7; 25 

J 1; 11; 0,07; 10; 0,005 2; 0,005; 14 

L 2; 0,09; 5; 0,005; 14 2; 0,005; 5 

 
Coeficientes e parâmetros estatísticos

Os parâmetros estatísticos de ajuste e precisão (R  2aj., coeficiente de determinação
ajustado e Syx%) e os coeficientes resultantes do ajuste, para  todos os regimes de
manejo, com e sem casca, estão  apresentados nas Tabelas 4 e 5 (Potência
Fracionária) e nas Tabelas 6 e 7 (Polinomial do 5  o grau). Estas duas funções foram
as que tiveram o melhor desempenho para todos os tratamentos com e sem casca,
comparativamente ao polinômio de segundo grau (Kozak) e as razões de volume de
Amateis e Burkhart e a de Clutter, também testadas para todos os casos. Os
resultados destas três funções não foram apresentados neste trabalho por questão
de limitação do número de páginas.

As tabelas 4 e 5 apresentam os coeficientes das equações de potência fracionária,
respectivamente com e sem casca. Para ambos os casos, tanto o R   2 como o Syx%
resultaram bastante satisfatórios. Os Rİ variaram de 0,970 para o regime de
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manejo D a 0,987 para o regime E, ambos com casca, para o polinômio de
potência fracionária. Já para o polinômio de 5  o grau a variação do R 2 foi de 0,963
no regime de manejo J a 0,994 para o regime G (Tabela 6). Observando estas
quatro tabelas, verifica-se que os R2 foram sempre altos para os dois polinômios,
tanto com casca como sem casca.

Como se pode observar nas tabelas 4, 5, 6 e 7,  os erros padrões da estimativa em
porcentagem (Syx%) variaram de 2,094 % a 10,34 % para os dois polinômios de
melhor ajuste.  Portanto, quanto a esta estatística, o desempenho de ambas
funções foi satisfatório. Adicionalmente, o “F” calculado foi sempre altamente
significativo, realçando que estes dois modelos são apropriados como função de
afilamento do fuste. Resultados similares foram encontrados por Fischer (1997),
Assis (2000), Rosot (1989) e Hradetzky (1976).

Os modelos de Kozak, o de Amateis e Burkhart e o de Clutter, embora tenham
apresentado estatísticas de ajuste e precisão satisfatórios para a maioria dos
regimes de manejo, no cômputo geral foram inferiores aos polinômios de potência
fracionária e o de quinto grau. Entre todos os modelos testados, o de pior
desempenho foi o de Clutter, seguido pelo de Kozak, Amateis, polinômio de quinto
grau e do polinômio de potência fracionária, quando classificados numa ordem
crescente de desempenho. Este desempenho dos cinco modelos testados podem
ser mais claramente observados nas tabelas 8 e 9, as quais apresentam o
ordenamento (ranking) de cada um deles, para cada regime de manejo e para o
total. Como se pode observar nestas duas tabelas, o polinômio de potência
fracionária quase sempre ocupou a primeira ou a segunda posição, tanto no que se
refere ao R2 como ao Syx%.
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Ordenamento dos modelos

Depois de ajustados os parâmetros R 2aj. e Syx%, confeccionou-se um
ordenamento (ranking) em que a pontuação das estatísticas de precisão são
apresentados nas Tabelas 8 e 9 para a escolha do melhor modelo, que em média
apresentou o melhor desempenho para estimar o diâmetro com e sem casca. Este
procedimento consistiu em atribuir valores para Syx% e o R2, para cada um dos
tratamentos com e sem casca.

Os melhores e os piores modelos para a estimativa do diâmetro tanto com casca,
como sem casca, foram os mesmos. O melhor (Hradetzky) foi aquele que recebeu
o menor valor e os demais sucessivamente em ordem crescente até o de maior
valor com pior desempenho (Clutter).

Tabela 8. Ordenamento das funções de afilamento, testadas quanto ao Syx% e
ao R² corrigido, para os regimes de manejo com casca.

41-64,

Tratamentos 
EQUAÇÕES ES TATÍSTICA 

A B C D E F G H I J L 
TCTAL 

Syx% 1 2 3 2 2 2 2  2 2 2 3 23 Polinomial 

5o grau R2 corr. 2 2 3 2 2 2 2  2 3 2 3 25 
48 

Syx% 2 3 1 1 1 1 1  1 1 1 1 14 Polinomial 

fracionária R2 corr. 1 3 2 1 1 1 2  1 2 1 2 17 
31 

Syx% 3 4 4 4 4 4 4  3 4 4 4 42 
Kozak 

R2 corr. 3 5 5 4 5 4 5  4 4 5 4 48 
90 

Syx% 4 1 2 3 3 5 3  5 3 3 2 34 Amateis & 

Burkhart R2 corr. 4 1 1 3 3 5 3  5 1 3 1 30 
64 

Syx% 5 5 5 5 5 3 5  4 5 5 5 52 
Clutter 

R2 corr. 5 4 4 5 4 3 4  3 5 4 5 46 
98 
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Análise gráfica

Após a seleção dos melhores modelos procedeu-se à análise gráfica do perfil para
os dois melhores classificados Hradetzky (1976) e Prodan (1965), para fins
comparativos, Figura 1.

Para esta análise gráfica optou-se por traçar o perfil do fuste usando a equação
ajustada sobre a dispersão de valores observados.

Observando-se os gráficos de perfil para os dois melhores modelos de afilamento
testados para os diferentes regimes de manejo ficou evidente a superioridade do
modelo de Potência Fracionária (Hradetzky) em todos os regimes de manejo,
caracterizando-se pela flexibilidade para estimar melhor os diâmetros na base da
árvore em relação à função Polinomial do 5o grau (Prodan), conforme a Figura 1,
para os regimes de manejo com casca; os gráficos para os mesmos regimes de
manejo, sem casca, não foram neste artigo apresentados, porém tiveram a mesma
tendência.
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Tabela 9. Ordenamento das funções de afilamento testadas quanto ao Syx% e ao
R² corrigido, para os regimes de manejo sem casca.

TRATAMENTOS 
EQUAÇÕES ES TATÍSTICAS 

A B C D  E F G H I J L 
TOTAL 

Syx% 2 2 2  3 1 2 2  2 3 2 1 22 Polinomial 

5o grau R2 corr. 2 2 2  3 1 2 1  2 3 2 1 21 
43 

Syx% 1 3 1  1 2 1 3  1 2 1 4 20 Polinomial 

fracionária R2 corr. 1 3 1  1 2 1 2  1 2 1 4 19 
39 

Syx% 3 4 4  4 5 3 5  4 4 3 5 44 
Kozak 

R2 corr. 3 4 4  4 5 3 4  3 4 3 5 42 
86 

Syx% 5 1 3  2 3 4 4  5 1 5 3 36 Amateis & 

Burkhart R2 corr. 5 1 3  2 3 4 3  4 1 5 3 34 
70 

Syx% 4 5 5  5 4 5 1  3 5 4 2 43 
Clutter 

R2 corr. 4 5 5  5 4 5 5  5 5 4 2 49 
92 
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FIGURA 1. Gráficos do perfil estimado pelas funções de Hradetzky e Prodan
sobre a distribuição real dos dados para os regimes de manejo A à L, com casca.
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Cont...
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4. CONCLUSÃO

Através do ordenamento dos modelos ajustados separadamente para cada um dos
tratamentos e da análise de resíduos para os mesmos, com e sem casca, concluiu-
se com base nos dados usados que o modelo de Hradetzky (1976) apresentou, em
média, o melhor desempenho para estimar o diâmetro ao longo do fuste, seguido
do modelo de Prodan (1965).

O modelo de Kozak, Amateis e Clutter embora tenham apresentado estatísticas de
ajuste e precisão satisfatórias, mostraram-se ineficiente para estimar o diâmetro
com e sem casca em todos os diferentes regimes de manejo, por apresentarem
tendenciosidade nos dois extremos, conforme detectadas pelas análises gráficas.
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A idade e o número de desbaste tiveram pouca influência nos resultados dos
ajustes dos dois modelos de melhor desempenho, graças à flexibilidade destes
em se ajustarem melhor ao perfil da árvore.
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